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Famiglie di funzioni elementari 
 In questo capitolo verranno riportati i grafici di funzioni “elementari” 
particolarmente ricorrenti nello studio della matematica: 
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esponendo il loro comportamento al variare del parametro: 
a, per le funzioni esponenziali e logaritmiche (del tipo(1)); 
α, per i monomi e i loro reciproci (del tipo (2)); 
a, b, per le funzioni circolari  (del tipo (3)). 
  
 
 6.1 Funzioni esponenziali 
 
 Si dice funzione esponenziale la funzione f di variabile reale, a valori reali, cioè: 
   f :R R→  
tale che, ad ogni x reale, associa l’immagine: 
(6.1)  f x a x( ) =  
con base a positiva e diversa da uno. 
 Infatti se a ≤ 0, f può non essere una funzione a valori reali. Basta pensare, per 
esempio, ad  a = -3: l’immagine del numero reale razionale x =
3
4
 è esprimibile nel 
modo seguente: 
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 Inoltre se a = 1 la funzione esponenziale si riduce banalmente alla funzione 
costante f x( ) = 1 il cui grafico è una retta orizzontale, che interseca l’asse delle 
ordinate nel punto (0,1). 
 Le funzioni della famiglia (6.1) hanno dunque dominio D = R  e sono a valori 
positivi, cioè Im f =R + . Si ha poi che f a( )0 10= = (nelle suddette ipotesi: a > 1 
oppure 0 < a <1), quindi, al variare di a, tutte le curve rappresentanti funzioni 
esponenziali, passano per il punto (0,1). 
 Il grafico delle funzioni esponenziali ha comunque andamento diverso nei due 
casi: 0< a<1 e a > 1. 
 
 1° caso : a > 1. 
 Le funzioni di tipo (6.1) risultano strettamente crescenti, cioè:  
   x x a ax x1 2 1 2< ⇒ < . 
  Osserviamo che per x arbitrariamente grande (tendente a +∞) le immagini delle 
funzioni esplodono, cioè si avvicinano a +∞, mentre se x < 0, scrivendo:  
   a
a
xx x= − >−
1
0   con    
si deduce che se il valore assoluto di x (quindi -x) aumenta, le immagini 
diminuiscono mantenendosi positive, cioè si avvicinano a zero (a parità di 
numeratore, il denominatore aumenta): l’asse delle ascisse costituisce pertanto  un 
asintoto orizzontale sinistro per tali curve. La fig. 6.1 illustra il grafico della generica 
funzione esponenziale in questo caso. 
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fig. 6.1 
 
 2° caso : 0 < a <1. 
 Osserviamo innanzitutto che, ponendo a
b
=
1
 con b>1, si ha: a
b
x
x=
1
 con b>1,  
da  cui  si  deduce  che  la  generica   funzione   esponenziale   ha,  in   tale    caso, 
comportamento “opposto” a quello visto nel caso precedente: cioè risulta 
strettamente decrescente: 
   x x a ax x1 2 1 2< ⇒ > . 
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fig. 6.2 
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fig. 6.3 
 Inoltre, per valori di x negativi, sempre più grandi in valore assoluto, l’immagine 
della funzione esplode, cioè tende a +∞ , mentre per valori di x prossimi a +∞, 
l’immagine si avvicina a zero positivamente: l’asse delle ascisse costituisce un 
asintoto orizzontale destro per la curva. La fig. 6.2 illustra il grafico della generica 
funzione esponenziale in questo caso. 
 
 I grafici di funzioni esponenziali relativi a diversi valori della base a , sono 
riportati nella fig. 6.3. E’ particolarmente ricorrente in matematica la funzione 
esponenziale e x , la cui base e, detta numero di Nepero, è un numero reale 
irrazionale trascendente, il cui valore, troncato al quindicesimo decimale, è: 
   e = 2,718281828459045. 
 
 
 
 6.2 Funzioni logaritmiche 
 
  Si dice funzione logaritmica la funzione f di variabile reale positiva, a 
valori reali: 
   f :R R+ →  
tale che, ad ogni x reale positivo, associa l’immagine: 
(6.2)  f x xa( ) log=  
con base a positiva e diversa da uno (come per le funzioni esponenziali: si veda 
l’equivalenza (6.3)). 
 Si noti che dominio e insieme immagine per tali funzioni risultano scambiati 
rispetto a quelli relativi alle funzioni esponenziali: ora D f= =+R R e Im , infatti 
si ha: 
(6.3)  y x x aa
y= ⇔ =log  
il che significa che la funzione  logaritmo e quella esponenziale, nella stessa base, 
sono l’una l’inversa dell’altra, cioè, agendo consecutivamente, la seconda “annulla” 
l’effetto della precedente:  si riottiene infatti la variabile indipendente di partenza. 
Ciò è espresso dalle seguenti identità: 
(6.4)  
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particolarmente utili nella risoluzione di disequazioni esponenziali o logaritmiche (si 
veda, a questo proposito, il capitolo 7). 
 Poiché dalla (6.3) si deduce f(1) = loga 1 = 0 ( infatti a
0 1= ), al variare di a 
(purché naturalmente si mantenga positiva e diversa da uno), tutte le funzioni 
logaritmiche passano per il punto (1,0). 
 Anche le funzioni del tipo (6.2) hanno grafico diverso nei due casi:  0 < a < 1 e a 
> 1. 
 1° caso : a > 1. 
 La funzioni (6.2) risultano strettamente crescenti, cioè:  
   x x x xa a1 2 1 2< ⇒ <log log . 
  Per x arbitrariamente grande (tendente a +∞), le immagini di tali funzioni 
esplodono, cioè si avvicinano a +∞, mentre se x diminuisce avvicinandosi a zero 
positivamente, le immagini diminuiscono assumendo valori negativi prossimi a −∞: 
l’asse delle ordinate costituisce pertanto  un asintoto verticale per tali curve. 
 Infine tali funzioni assumono valori positivi per x > 1, negativi per 0 < x < 1. La 
fig. 6.4  illustra il grafico della generica funzione logaritmo in questo caso. 
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fig. 6.4  
 
 2° caso : 0 < a <1. 
 La funzioni (6.2) risultano strettamente decrescenti, cioè:  
   x x x xa a1 2 1 2< ⇒ >log log . 
  Per x arbitrariamente grande (tendente a +∞), le immagini delle funzioni 
diminuiscono assumendo valori negativi il cui valore assoluto esplode, cioè si 
avvicinano a −∞, mentre se x diminuisce avvicinandosi a zero positivamente, le 
immagini aumentano assumendo valori positivi prossimi a +∞ : l’asse delle ordinate 
costituisce pertanto  un asintoto verticale per tali curve. 
 Infine tali funzioni assumono valori negativi per x > 1, positivi per 0 < x < 1. La 
fig. 6.5  illustra il grafico della generica funzione logaritmo in questo caso. 
 I grafici di funzioni logaritmiche relativi a diversi valori della base a, sono 
riportati nella fig. 6.6. 
 Sono particolarmente ricorrenti, in matematica, la funzione logaritmo naturale, 
cioè la cui base è il numero di Nepero e > 1, che si indica con ln x , oppure 
semplicemente senza scrivere la base, cioè con log x , e la funzione logaritmo in base 
dieci che si indica con Log x . 
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 Il lettore noti infine che la (6.3), che esprime il fatto che le funzioni esponenziale 
e logaritmica, nella stessa base, sono l’una l’inversa dell’altra, si traduce, 
graficamente, nella simmetria rispetto alla retta bisettrice del primo e terzo 
quadrante di equazione y = x (come mostra la fig. 6.7, in cui compaiono i grafici di 
tale bisettrice, della funzione esponenziale e di quella logaritmica, entrambe con 
base e): tale simmetria spiega anche il motivo per cui, a parità di base, i grafici di 
(6.1) e di (6.2) hanno caratteristiche simili. 
 
 
 
6.3 Funzioni xα  
 
 Nella fig. 6.8 sono riportati i grafici di alcune funzioni potenza, cioè del tipo xα , 
per diversi valori dell’esponente α  > 0. 
 Come si può notare osservando la fig. 6.8, ognuna delle funzioni (al variare di α  
maggiore di zero), passa per i punti O(0,0) e (1,1). Se poi α è un intero pari, il 
grafico risulta simmetrico rispetto all’asse y, ossia la funzione è pari, altrimenti, se α 
è dispari, il grafico risulta simmetrico rispetto all’origine degli assi cartesiani, cioè la 
funzione è dispari1. 
                                                            
1 Per le definizioni di funzioni pari e dispari si veda il cap. 1. 
 All’aumentare di α, il grafico della funzione xα  si abbassa sempre più verso 
l’asse delle ascisse per valori della x compresi tra 0 e 1, mentre si alza più 
rapidamente per valori di x maggiori dell’unità; i vari grafici, al variare α, si 
oltrepassano nel punto (1,1). 
 
                                                        ^
                                                      y                     y x=
                                                                             y = x
                                                                            y x=
2
                                                                          y x=
3
                                                          (1,1)
                                                                                               >
                                                          O                                x
-4
-3
-2
-1
0
1
2
3
4
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4  
 fig. 6.8 
 
 Si noti infine che il grafico della funzione f(x) = x  (riportato in fig. 6.8), giace 
interamente nel primo quadrante del piano cartesiano, cioè il dominio è  
{ }D f= = ∪+Im R 0 (ciò vale naturalmente per ogni funzione della famiglia 
considerata in cui α =
1
n
n con  numero naturale pari . Le funzioni rappresentate in 
fig. 6.8 e caratterizzate da α  naturale, hanno invece, come dominio, tutto l’insieme 
dei numeri reali. 
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 6.4 Funzioni 1
xα
 
 Nella fig. 6.9 sono riportati i grafici di alcune funzioni del tipo 1
xα
, per diversi 
valori dell’esponente α  > 0. 
 Le funzioni della famiglia 
1
xα
, al variare di α  > 0, passano tutte per il punto 
(1,1), dove si oltrepassano, come si può notare osservando la fig. 6.9. Quelle relative 
a valori di α più grandi si avvicinano più rapidamente all’asse delle ascisse, per 
valori di x maggiori dell’unità, mentre si alzano più rapidamente per valori della x 
compresi tra 0 e 1. Inoltre l’asse delle ordinate è un asintoto verticale per le curve, 
mentre l’asse delle ascisse è un asintoto orizzontale. Le funzioni relative ad un 
valore (intero) pari di α, sono simmetriche rispetto all’asse y, quelle relative a valori 
dispari di α, sono simmetriche rispetto all’origine. 
 Si noti infine che il grafico della funzione f(x) = 
1
x
 (riportato in fig. 6.9), giace 
nel primo quadrante del piano cartesiano e il dominio è: D f= = +Im R (ciò vale 
naturalmente per ogni funzione della famiglia considerata in cui 
α =
1
n
n con  numero naturale pari . Le funzioni rappresentate in fig. 6.9 e 
caratterizzate da α  naturale, hanno invece, come dominio { }R − 0 . 
  
 
 
 6.5 Funzioni  asenbx 
 
 La funzione senx ha dominio D = R , è periodica con periodo 2π, poiché si ha 
sen(x + 2kπ) = senx con k ∈ Z , inoltre è una funzione dispari, cioè simmetrica 
rispetto all’origine, infatti si ha: sen (- x) = - senx. Nell’intervallo [ ]−π π,  assume 
valore massimo, uguale a 1, per x =
π
2
 e valore minimo, uguale a -1, per  x = −
1
2
π , 
si annulla in corrispondenza a x = −π π,  ,  0 . 
 Per le funzioni a senx, con { }a ∈ −R 0 , vale quanto suddetto per il caso 
particolare a=1, ad eccezione di quanto segue, limitando le considerazioni 
all’intervallo [ ]−π π,  (per la periodicità della funzione): per a > 0, il massimo, 
sempre in corrispondenza a x =
π
2
, ha valore uguale ad a, e il minimo, sempre in  
x = −
1
2
π , ha valore - a; per a < 0, invece, il minimo si ha in x =
π
2
, e  ha valore 
uguale ad a, mentre il massimo, in  x = −
1
2
π , ha valore - a.  
 Nella fig. 6.10 sono riportati i grafici di alcune funzioni della famiglia a senx, 
relativi ad alcuni valori di { }a ∈ −R 0 . 
 Le funzioni asenbx, con b reale positivo, presentano le stesse proprietà e lo 
stesso andamento delle funzioni della famiglia a senx, cioè oscillano, presentando 
una sequenza di massimi e minimi, però con un periodo diverso: uguale a 
2π
b
. 
Pertanto, come si può notare osservando la fig. 6.11 (in cui si riportano i grafici di 
senbx per valori di b =
1
2
, 1, 2), il grafico risulta compresso (nella direzione dell’asse 
x, sempre rispetto a quello di a senx) se b > 1, ed espanso se 0 1< <b . 
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